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Objetivo da Aula

Conhecer a rede multilayer perceptron, suas
funcionalidades e modos de treinamento.



Figura 1: Rede multilayer perceptron com duas camadas escondidas.



A rede apresenta, tipicamente, trés camadas:
Entrada, escondida e saida

Capacidade de resolver problemas mais complexos
qgue a rede perceptron de camada simples

Algoritmo de treinamento: Error back-propagation

Capacidade de generalizacao —-> respostas
razoaveis para padroes nunca vistos pela rede
durante o treinamento.

Aprendizado back-propagation - redes back-propagation



A Figura 2 abaixo mostra o esquema
aprendizado supervisionado para a rede multilayer
perceptron. Os blocos Environment + Teacher
podem ser substituidos por uma base de dados
rotulada. Vector deseribing

state of the
environment

Environment V Teacher
Desired
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/ Actual Y+
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Figura 2: Exemplo de um possivel esquema para aprendizado supervisionado.



Como exemplo, veja a figura a seguir:

Meuron j Neuron k
e, A

yo=+1 +1

wp(n) = bfm) dy(n)

vy{n) #(-)  yin 4 wydn)
e & -

veln) ¢(-) weln) —1

Como calcular o erro??

Figura 3: Neurdnio j como neurdnio da camada escondida.



—= Function signals

<4-—== Error signals
Figura 4: Sinais feedfoward (preto) e back (azul) propagations.
Dois tipos de sinais podem ser identificados na Figura 3 acima:

1. Sinal de entrada (feedfoward propagation)
2. Sinal de erro (error back-propagation)



O treinamento de uma rede via algoritmo Error Back-
propagation envolve 3 estagios:

1. A propagacao do sinal de entrada, camada a
camada, a partir do padrao apresentado até a
camada de saida;

2. O calculo e a retro-propagacdo do erro
associado;

3. O ajuste dos pesos das sinapses.



Observacoes:

* Apos o treinamento, a operacao da rede envolve
somente a primeira fase;

* Mesmo que a fase de treinamento seja muito
lenta, a operacao da rede, depois de treinada, €
muito rapida;

* Em geral, o numero de camadas escondidas

depende da complexidade do problema e do
numero de padrdes que rede necessita aprender.



Notacao:
* Os indices i, j e k referem-se a neuronio de
camadas diferentes na rede:

1. i - neurdnio da camada anterior a camada j;
2. j > neurdnio da camada j;
3. k- neuronio da camada posterior a camada j

* Na n-ésima iteracao, o n-ésimo padrao é
apresentado a rede;



Figura 5: Diagrama simplificado de um neurdnio j na camada de
saida da rede neural.



Back-propagation Alg

Back-propagation Algorithm = Gradiente de Erro

O sinal de erro na saida do neurénio j na iteracao
n é dado por:

ej(n) = d;(n) —y;(n) (1)

Definimos o do erro de energia
para o neurénio j como sendo 0.5e;(n).




Assim, o valor instantaneo do erro de energia total
E(n) é obtido somando-se o valor instantaneo
sobre todos os neurdnios da camada de saida.

E() =5 ) ef(n) 2



Back-propagation Algorithm

Seja N o numero total de padrdes (exemplos)
contidos no conjunto de treinamento. O valor
meédio do erro quadratico de energia é obtido
somando-se E(n), Vn e normalizando-o em relacao
ao tamanho N do conjunto:

Eqvg = z E(n) (3)

= E(n) e E,, € fungdo dos pesos e do bias da

rede!



Back-propagation Algorlthm

Figura 6: Gradiente aplicado na superficie de erro.
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Back-propagation Algorithm
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O chamado campo local induzido (
), v;(n), associado ao neurdnio j, &€ dado por:

vi(n) = ) wji(n)yi(n) @
=0

onde m é o niumero total de entradas (excluindo o
bias) aplicadas ao neuro6nio j.
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Back-propagation Algorithm

—

O peso wy, (Correspondente a entrada fixa y, =
+1) possui valor igual a bj. Logo, a saida do
neurdnio j € dada por:

yi(m) = ) 0;(0;(m) 8
=0




Back-propagation Alg
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O algoritmo back-propagation aplica uma
corregdo Aw;(n) na sinapse w;, proporcional a
derivada parcial 0E(n)/dw;(n).

J0E(n) 0E(n) dej(n) dy;(n) dvj(n)
owji B dej(n) dy;(n) dvj(n) dw;;(n)

0E(n)/0w;(n) = Determina a dire¢do de busca no
espaco de busca da sinapse w;;.




Diferenciando ambos os lados da equacao (2) em
relagdao a g(n), temos:

E(n)
dej(n) ) 7

Diferenciando ambos os lados da equacao (1) em
relacdo a y;(n), temos:

dej(n)
dy;(n)

—1 (8)



Diferenciando ambos os lados da equacao (5) em
relagdao a v(n), temos:

dyj(n)
TRt OB

Diferenciando ambos os lados da equacao (4) em
relacdo a w;(n), temos:

dvj(n)
W (n) yi(n)

(10)



Através da substituicao das equacdes (7) a (10) em

(6):

oF
aWji(gz) = 7€ (n)q’;'(vj (n))y;(n) (11)

A correcdo Aw;(n) aplicada a sinapse w; € definida
pela Regra Delta:

0E (n)
n

awﬁ(n)
onde n é a taxa de aprendizado do algoritmo back-
propagation.

Aw;;(n) = — (12)
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Back-propagation Algor

Substituindo a equacao (11) em (12), temos:

Awj;(n) = nd;j(n)y;(n) (13)

onde o gradiente local 6,(n) é definido por:

_ 0EM)
(Sj(n) T dvj(n)

_ 0E(n) de;(n) dy;(n)
5j(n) = de;(n) dy;(n) dv;(n)

6j(n) = ej(n)¢;(vj(n)) (14)



Back-propagation Algorithm
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O calculo do ajuste das sinapses Aw;(n) depende
do erro de saida e;(n) do neurdnio j, mas:

Se o neurdnio j for da camada escondida, como
fazer para aplicar a equacao (13), uma vez que
ndo ha como determinar um sinal de erro g;(n)?




Neste caso, o calculo do gradiente para este
neurdnio deve ser redefinido. Veja a figura a

segu ir: m’ Calculados pela

S| oywm) equacdo (1)
Pae ° ey(n)

81'(“)‘ @’i(vi(m) Oy(1) @' (vi(n)

O« o e (n)

o
<
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Figura 7: Esquema de retro-propagacao do erro para calculo do
gradiente §;(n), a partir dos gradientes da camada de saida.



Por analogia com o raciocinio anterior para o
calculo do gradiente da camada de saida, temos:

5i(0) = ) () ) Be(mwig(n) 19
k=1

8j(n) (v(n))




Correcao dos pesos das sinapses:

AWji = n5j (n)yi (n) (16)

* Se o neurodnio j pertencer a camada de saida:

§j(n) = ej(n)g;(vj(n)) (17)
* Se o neuronio j pertencer a uma camada escondida:

() = i) Y. Sewig(w)



Back-propagation Algorithm

Resta agora atentarmos para a fungao de ativacao.
Se utilizarmos a tangente hiperbdlica:

Pj (vj (n)) = atanh (bvj(n)), (a,b) >0 (19)

e diferenciando (18) em relagao a v;(n):

¢} = ab sech’bv, (n)
= ab(1 — tanh'bv;(n))

b

=—[a—y;m][a+y;®m)] (20)



Desta forma, o gradiente local pode ser expresso das
seguintes formas:

 Para um neuro6nio j da camada de saida:
6;(n) = ej(n);(v;(n))
=2 [aym) ~yy]fa -y ] [a + 3, ()] 1)
* Para um neuroénio j de uma camada escondida:

5 = 9j() ). Semmi(m)

my

b
=~[a-ylla+y] ) Smwm  (22)

k=1



0,=Y

Figura 8: Vamos tomar como exemplo uma rede 3 x 2 x 3.



1) Inicializacao:

Pesos das sinapses devem ser iniciados com valores em
torno de zero.

2) Padroes de treinamento:

Apresentar um padrao x qualquer na camada de entrada
da rede



camada escondida)

1 1 1 1 1

”1( ) = W1(0) + W1(1)x1 + wl(z)xz + wl(g)x3
1 1 1 1 1

vz( ) = WZ(O) + wél)xl + wz(z)xz + w2(3)x3

Em notacao matricial:

(1)
l"ﬁ ]_ Wioo W11 12 W13 || x4
@]l |..,@ (1) (1) || x
Vs Woo Wi W 2

22 Wp3

11
(1) (D) w®D (1)

3) Propagacao da Entrada (calculo do campo induzido —

(1)



Logo:
v =why, (2)

onde yM g R2*L, WD € R2¥4 x, = [+1 x]T € R**1
A saida da camada escondida é dada por:

Q(l) = tanh(z(l)) ( 3 )

Onde 2(1) € R2x1.



Para a camada de saida, temos:

2 2 2 2

V1( ) = Wl(o) + W1(1)01 + W1(2)02
2 2 2 2

vz( ) = WZ(O) + W2(1)01 + WZ(Z)OZ
2 2 2 2

v3( ) = WSEO) + W3(1)01 + W3(2)02

Em notacao matricial:

271 [.,,@) (2) (2)7

() Wioo Wit Wiz |1+1
)| _1,,2) (2) (2)

Uy | T (W2 Wa1t Woy || 01 (4)
(2) (2) (2) (2)|LO2

V3 1 WW3q W3 W3y



Logo: v@ = W@y,

onde v® € R3*1 W2 € R3*3 9, = [+1 o]

A saida darede € dada por:

2(2) =y = tanh(z(z))

onde 0® € R3*1,

(6)



4) Calculando o erro:

e; =d; — )
e, =d; — Y
e3 = dz — Y3

No caso desse exemplo (rede autoassociativa),
temos que d = x. Na forma vetorial:

e=x—y, eeR¥ (7)



5) Agora vamos retropropagar os erros. Vamos
inicialmente calcular os gradientes (camada de saida):

51(2) = e, (1 —y1)

52(2) =e;(1—y35)

65" = e3(1—yd)
Na forma matricial:

8@ = diag(e)[1 - diag (y) y] (8)

Em python, a equacao ( 8 ) fica:
delta2 = np.dot(np.diagflat(e), (1 - np.dot(np.diagflat(Y), Y)))



Para a camada escondida, temos:
vs = W@ §@ (9)

onde vz € R, W@ € R3*3 ¢ §@ ¢ R3*1,

Calculando os gradientes da camada escondida
(camada 1) de forma escalar:

s = (1 - 0{)vs,
58V = (1 - 05) Vs,



Em notacao matricial:

8 = diag|1 — diag(o)o]vs (10)

Agora que temos o gradiente das camadas (1) e (2),
podemos proceder com a atualizacao dos pesos das
sinapses:

W(l) — W(l) + na(l)xb



Resumo do Algorltmo

De forma genérica, para uma rede MLP de trés camadas
m-N-L, temos:

m — NUmero de neuronios da camada de entrada
N — Numero de neurdnios da camada escondida ou

intermediaria
L - NUmero de neuronios da camada de saida

X - Vetor de entrada.

X, — Vetor de entrada com bias.
- Vetor de saida da camada escondida.
— Vetor de entrada da camada de saida.



W) — Matriz de pesos das camada escondida:

[ (1) (1) 1) |
Wiob0 W11 = Wl(m),
wh=| : ; o], w@® e RNx(m+1)
(1) (1) 1
Wno Wh1o o W;Er%

W) — Matriz de pesos das camada de saida:

2 (2 2)]
Wioo Wi - W1(N)
we =| : : o], W@ g REx(N+1)
2 . (@ 2
Wi Wi W;EN)_




Resumo do Algoritm

e Propagacao:

v =Wy, (23)
o = tanh(vV) (24)
p@ = W@y, (25)
y = tanh(v®) (26)

e=d-y, e € R¥! (27)



Resumo do Algoritm

e Retropagacao:

5@ = diag(g) ll —diag (y) yl, 5@ g RLx1

vs = W(Z)Tg(z)’ Vs € R(N+1)x1

8W = diag[1 - diag(o)olvs, s ¢ gmrt

e Atualizacao dos Pesos:
Ww® =w 4y diag(g(l)) X}

W® =w® +ndiag(6@) o

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)
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